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lermhii della serie doppia, passiamo poi al limite per m ed n 
tendenti al valore oo^ se si ritrova la funzione che eomparisce al 
primo membro della (1) e della (15), lo sviluppo nolo (1) potra 
dirsi leggittimo, dato che i coefficienti abbiano la definizione di 
cui nelle (5) (3; (4) (5) (6) (7) (8) (9) (11). ' 

Indichiamo con S (or, y) la somma dei primi m n termini 
della serie, si ha allora : 

r 
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Poniamo : 

^ (x) ^ f W + 9 M 

dove f (x) prende da a a yi il valore Gi , dayi^ ya il valore C2 ... 
da Yn-/ H 6 il valore Cn, funzione adunque ehe non cresce con coii- 
tinuila ma saltuariamente, allora V allra e : 



9 (^) 



< s 



e resla determinata per ogni punto per diflferenza dalla (p {x) ; 
anzi la g (x) sara la vera funzione o parte variabile della cp (x) 
coUa quale avra certo in connune la derivala. Poniamo : 

sara -. 

-^1 = / f (x) y) (x) dx + I f (x) y} (x) dx + . . . + 
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J> .h 
M'„./ = ip (^) djr Wn = I ip (3c) dx 

avremo allora : 

/, = (7, ^V, + H^, (C, - C,) + T, (C; - C,) + . . . + 

ora le differeiize c*he compariscono eiil.ro |)areiitesi sono lultc po- 
sitive; potremo dire : 

dove M" e un eerto valore medio Ira t'li M' ^\\ ^1' , ^ 

" 1 n-V 

poiche uno qiialuiique di qiiosli e del tipo -. 

il nosU'O U* si oUiene eerlamente da questo inlegrale (*) facendo 
partire da un conveniente limite iiiferiore \ T inlegrazione ; que- 
sto \ certo compreso tra ^^ey^.^ limiti inferiori estremi di quesli 
integrali, onde -. 



(=•) H causa del la continuita. 
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Riguardo airaltro integrale possiamo avere -. 
b h 



g (x) xp (x) dx 
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g (x) ip (x) dx 
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a 



ora se %p{x) e una funzione che non diventa mai infinita, sara sem- 
pre possibile di trovare una quantita Mlale die sia per ogni va- 
lore di x compreso tra a e & 

xp {x) < M. 



ed essendo 
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SI avra : 
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ovvero delto B un iiumero compreso tra lo zero e Tunita si avra 

I.^ = M B s (h- a) 

e quindi 

/ <f (^) y^ (^) dx =0^ I y){x)dx + B s M (b - a) 

Facendo tendere e verso zero gl' intervalli in cui era stato diviso 

Tintervallo ab dai punti Yi T2 aumenteranno continua- 

mente di numero diminuendo di ampiezza, si vede allora che per 
s=0 C coincidera col valore cp (b) della funzione neU'estremo 
superiore, e ^ che varia per ogni valore dato ad s sara compreso 
tra rt e & onde : 

^b ,6 

(13) / (f (x) y) {x) dx = (f(b) / \p{x) dx ( ^ ^ ? ^ ^ ) 

Togliamo adesso le limitazioni poste; tutto e subordinalo all'ipo- 
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Air inlegrale del secondo membro applicherenio il teorema di 



Du-Bois Reymond considerando quale funzione speciale (fix) la 
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sen X 



sempre creseente neir inlervallo 0, tu; supponiamo inoltre che h 
resti nel primo quadiivnle per evilare valori infiniti ; si avra -. 
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sen a 



sen qx 
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o < a<l< h < 
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e passando ai valori assoluli : 

sen qx 
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dx 
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sen b 
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dx 



perche per le ipolesi falte — — , sono enlrambe positive, 

sen a sen b 

aiizi possiamo dire che ambedue quesli rapporii sono minori di — , po- 

tremo dun que scrivere ; 

/ < - • 57^ + 9*5^ I < ^Tz equindi 



sen qx 
sen X 



dx 
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<27:^ <a < b <'^ 



2" Pero possiamo anclie eseguire la deconfiposizione seguente*. 

sen qx 1 



sen X 



sen X 



• sen qx 



e qui bisogna escludere assolutamente il valor zero di x per evi- 
tare V infinito, si ha : 
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si haiino cosi le disuguagliaiize : 
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ed a piu forte ragione : 
J) 



(18) 



a 



<2:c 



0«. cze 



a 



4 



a 



2mx 5en -- 



< a < 6 < 7C 
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8. — Abbiamo gia fatlo siilla funzione f(^,y) I'ipotesi che 



sia integrabile in quel certo eampo -a27c ,-^^iz. Facciamo adesso 
sulla stessa funzione altre ipotesi ; supponiamo che per y costante 
essa sia conlinua rispetlo ad a? o che ammetta rispetto a questa 
variabile un numero finito di discontinuita ; la stessa eosa si veri- 
fichi quando la funzione si ritenga contenenle solo la variabile y e 



. •■ ^ V 
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Ma dalle (51) e (22) che esprimono la continuita della f{^,y) 
rispelto alia x e alia y non ne segue la (20), ossia dalla esistenza 
degli inlorni del punlo a, (3 sulle relte passanti per esso e paral- 
lele agli assi delle ^ e delle i/, per i punti rispettivamente a; ed y 
dei quali sono verificate le (21) e (22) non ne segue Tesislenza 
d«irintorno C per i punti x eA y del quale sia verificata la (20). 
Cosicciie una funzione /*(«;, y) continua nel punto (a, (3) separata- 
mente rispetto alia x e alia y pu6 non essere continua nel punto 
(a, P); ovvero la condlzione rispetlo a ciasouna delle variabili x qA y 
non e condizione sufficiente per la continuita della funzione nel 
punto (a, P). 

Segue da cio che una funzione fix^y) pud ammettere un nu- 
mero infinito di discontinuita nel canfipo in cui e definita e della 
specie considerata sopra, senza die le funzioni f{x^ p), /"(a, y) ain- 
mettano infinite discontinuita separatamente per x ed y. 

Aggiungiamo un'altra ipotesi sulla f{x^y)- ammettiamo cioe 
che le f{x,^)j f{o(^jy) "on ammettano che un numero finito di 
oscillazioni, ossia abbiano un numero finito di massimi e minimi. 



9.. — Ammesse queste ipotesi, e dimostrati i teoremi che ci 
erano indispensahili, riprendiamo la somma dei primi w, n termini 
della serie doppia di Fourier, e vediamo di passare al limite |)er 
m, n = oo, 

Riprendiamo a tal uopo la (14): 
(23) S (^, y) = 



i^j j 



-7U '% 



sen ( m + — ) 9 sen (n-\-A' y) 
sen—^ sen —ri 



•¥■'*" 



•.; ■■-■.-•.,\ U> 



»■ 



«.' 1 



/ 






-ir 



27U5en — Y) 



-t: 



Stc se» — 6 



Ora si ha : 



7C 

+ /* /•(a; + 6,y + Yi)e«d8 = r /'(a; - 6 ,:y +Yi)e«, rfS + 



./to 



Sostituiamo nella (24) ed eseguiamo poi un' identica trasfor- 
tnazione rispetlo ad y) : otierremo -. 



+ f{3o-^,y + r;) + f{x-^,y-ri)\Hn &m d^ dt\ 



ove: 



Hn = 



5(?W (w + -) Y) 

2^ sen — Y) 



Poniamo adesso : 

<24) J^^^^(9,r0 - /•(^ + 6,2/ + 'ri) + /'Gr + 0,^ 
+ /*{^ - 6 , 2/ + Y]) + /*(.x - 9 , y - Y)) 



^) + 



Urn 

m, n = oc 
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e costruiamoci una funzione in ed in r^ che si annulli per 6 = y) = o; 
essa sara certo la seguenle : 

«>(0,v)) = i^..,„(9,vi) - F(o,o) (55) 

essendo: 

F{o,o) = f{x + o,ij + o) + f{.x + 0,^ — 0) + 
+ fix— o,y + o) + fix — o,7j — o) 

Lico che si ha: 

' 

F{o,o) 0,„ H„ d^ dri 

O ' 

e per qiiesto se poniamo: 

^m,« = / / ^{o,f\)Qrn^ndbdy\ 

basia dimostrare che: 

m = oo 

n = oo 

Supponiamo nella <1)(6,y)) di dare ad y) valori coslanti, nella 
funzione cosi definita siano w^ 0)2 w^ i punti in cui essa acqui- 

sta valori massimi minimi ; questi punti data la relazione (25) 
saranno punli di massimo o minimo della funzione F ove si man- 
tenga y) costante ; questi punti saranno cerlo in numero finito per- 
che tali supponiamo essere quelli della funzione f{x,y) (Vedi N. 8). 
Siano poi w^ (Sg w i punti che rendano massima o minima 
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fiiiUo). 
e die: 






- . :ss.i![. • ■-■ 
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^^ii#l=ifr<l$*1.(«,n) f 
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*. 






il§ifil'/j«.i 






lllirii'ijiiri''- 



\de + 



i-.'g". l-±-'-f--*>S^ 

|J.»:gA^^.|^^|<tS^re la funzione <I) (u^ v]) 



g-J^'S-iSr^S:-^-:*: ™si per le allre 

&i5-!&^:fe , 



■»••»••«• 







,»'#if.if "^ 

^^Bsi^op: ■*■■*■ 

T-i^i" • i. * 

"^ 'i* "S* • *tt* *tt* 

'^^Wb . A ^1. -t-^ 2 - ^XtA 4^* aft* A -sL^ «1T* aft* J 






i~ii~ 
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Ripetiamo siiir integrale ("28) un'identico ragionamento ; spez- 
zando cioe T integrale da o a 6 ove 

< & < w. 



da 



fi), a (o« ; 6) w , a> :: apnlicando successivamente il leo- 



rema di Du-Bois Keymond; ricordando clie per la (^25) e <1> (o , o) = o 
e che il punto a, h pud [)rendersi tanto vicino aH'origine in modo 

che a e h differiscano dallo zero per quanlo poco si voglia, in modo 

cioe da avere : 

al limite per un valore oUremodo grande di n la (28) da : 



lim 



*m, n 



= 



m = OO 
n == oo 



e con cio resta dimostrata Tasserzione falla. 
Potremo dunque dire die si ha: 



lim 

m = oo 

n = oc 



.iw ,7w 



/ F (6,Y))(!!) // d^dfi - 







,^ ,7Z 



'^' (o,o) I I e // 



rfO df] - 



o 



f(x+o,y+o) + f{x+o,ij'-o) + f{x—o,y+o) + t\x-^o,y—o) 



e quindi 

lim S {X , y) = 

m , n = OG 

f{x+o,y+o) + f(x+o,y—o)f(x—o,y+o)-\-f(x—o,y—o) 



(29) 



i 

■i' 
1! 
ii 



ft?« 



'" ■i^'»."iitii.»*8tS»' 



:i 




^oo 001 "j^ "g^ "j^ '^* "f^ flin* 




'-■"-■■■l_.j^i^J^i,i.bi.i 




l£i I •^i|^^St^^^^y u»a fumiofie f(x,y> 
*^'^Z\tnt^'Q'''U Ki'ontinua in un nnmero 

'H'w'H'CO'lSl^^^V'ne di x ha v 



lo stesso dicasi 




f§'|('i''l'i''e una funzione per 

I'emplieeniente luflicipnti. 

h\H Lipbohitz ed altri 



\epo ammette 

■edere se in tali ipo- 
mi riserbo di 



l^v^S^^^:'^ 




1. — Suirargomenio dello sviluppo in serie trigODometrica di 
una varjabile, una memoria famosa quanto quella di Diridilet, e 
stala certo quella di Riemann. 

II gpande matematico tedesco nella sua memoria ha dato prima 
un resoconto storico sui lavori falti per rappresenlare una funzione 
f{x) mediante serie di Fourier; ha definito poi in maniera pre- 
cisa r integrale preso tra due limiti conoscruti ed ha cercato in 
quali casi una funzione ha un' integrale : le sue ricerche suU' inte- 
grabilita delle funzioni discontinue in ogni intervallo ha portato 
alia conclusione che esistono delle funzioni continue non aventi de- 
rivata. (*) Finalmente, senza premettere nessuna ipotesi sulla na- 
tura della funzione, si occupa della rappresentazione di una fun- 
zione per serie trigonometriea ; cio gli permetle di trovtre delle 
eondizioni necessarie per lo sviluppo. Riassumiamo in parle il suo 
lavoro : 



(*) I lavori di Weierstrass hunno poi diinostrata I'esistenza di class! este- 
sissime di fanzioni continue non ammettenti la derivata. 
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Sia una serie Irigonomelrica 
A+A^+ + A + (81) 

1 n 

ove e 

A =z ^ A = a sen nx -A- b cos nx 

chianiianio con f{x) il suo valore in tutti i punli ovo converge ; 

supponianio clie An divenga infinilamente piccolo al crescere di n 

inlegriamo la (31) due voile rapporto ad j* e chiamiamo con F {x) 
il risultato (*) 

F(x) ^ C + C^x + A^^^^^ -"^^ - - 1« 

"^ 5 1 r w« 

quesla funzione e convergenle per ogni valore di x ed integrabile 
essendo sernpre conlinua. Dippiii (ullo le volte che la serie con' 
verge, Tespressione : 

F r^+a+p) - F r^-a+p) - F (x+ol-'^) + F r>~a-(3) 

converge verso f{x] per a e [i infinilamente piccoli, ma di rap- 
porto linito. Inoltre V inlegrale : 

])? I F (x) cos (X (x-a) \ (x) dx 
*^ b 

^iviene infinilamente piccolo quando [x cresce indefinilamente, se 
bee sono dei limili flniti arbilrari, se X{x) e X\x) sono nuUi 

ai lifnili deir inlegrale e sempre continue Ira quesli limili, infine 
se V (x) non lia un numero infinilo di massimi e minimi. 

(*) La F{x) fa detta poi fanzione di Riemaiin. 



•■•^ 



6i 

Queste due proposizioni intanto ci mostrano che se una fun- 
zione periodica f (x) avente per periodo ^% puo essere rappreseii- 
lata da una serie Irigonometrica, in maniera che ia serie tutte le 
volte che e convergente e uguale alia funzione, bisogna : 

1.'' che esista una funzione F (x) continua tale che I'espres- 
sione : 

F (a;+a+(3) + F (gr-g-p) - F {x+ol-^) - F (a;~p+a) 

converge Verso f (x) quando a e jj soddisfano alle condizioni so- 
pra enunciate; inoltre bisogna che T inlegrale 

^^ I F (x) cos [jL (x-a) 1 (x) dx 

ove X (x) e quella certa funzione sopra mentovata, divenga inti- 
nilamente piccola allorche ^ aumenla indeflnitivaniente. 

Verificale queste condizioni esiste una serie trigonometrica in 
cui i coefficanli divengono infinitaraente piccoli, e che uguaglia la 
funzione tutte le volte che i convergente? Per rispondere a questa 
domanda Kiemann considera la funzione seguenle ; 

2 

<f{x) = F{x)- C'(x) - ^oY" 

e determina Ao e C in modo che cp (x) abbia ^% per periodo 
poi sviluppa questa funzione col metodo di Fourier: 

2 A^ A^ A 

F{x)-c^x-A^^ - c--2--:^ 1-- 

ove An ha per valore: 

A = - _ / ) F(x) — C't- A^^ icos fi (x't) dt 

^ X / ) ^"21 



lipili^^ :£1Mrie a zero quando n au- 
nVti|WpS^Si^Sna d' indicare che uio ri- 
H'40lV*MI'HnT "^'^ ^^ anche dimoslralo 

^wiSSS^tfl di Riemaiin. Quindi la 



gltllXsC'SI^E^wi^'"^"''^ ; d'nltra parte per 
Srin ■SB^N tittoiio necessarie; se si vo- 

gifll^ifti'vllfe condlzioiti sono ccrlo 
Sii^iCi^'J^i^f&Adi inai indnita, e integra- 
^c&iw'"IS^^'IS^'ni « niiiiiiiii. 

"""""" a a risolvere la questione 
diviene infiiiila in un 
^er^ '^nl^ ^f^^^^l'^"^ »*^" ''■' "" graiide 



K^^iiBE^^^^^ ^"^ Mcmorie pubblieale ^ 

^^agd^KQ^^iiicei cslende il piocedi- 



^tjSgB^iie^^^anabili ; t-erca quindi le 

fl-efr^^fi^m^elle sufficienti. 
^Ki*eVI*lS^:||l;!j|?ai quali perviene. 










If- ■*• -S- •!& "S- -^ •*• •*• 
r.jtr.)it, .j|. .jj. .jj. .g. ;^ -jif -^ 




«;^»5{. .jj[. .jj[. .5. .jj[. 









»i 



.li?l».-Jis;t:-'i 




■) (-) -. 

i ha qualunqiie sia x: 

ix\ ^^ 



^411: 



■•>'Bwii(IF''ltf '»'W*9 M"> rispello ad x, e due- 

^ii|rHi||-- 







>||>«>^aj^^^^a|^i^ grado e rappresenta una' 
'>Utf4Hj||>a^^6aS^^'^ gode di proprieta ana- 
'''*'^'gp*^'I®i^S>l'^'i'^vedu[o nella menJoria di 

"l<iii#' gW^»..v) , 



,«. 



"»• •»• •»• •»' 'f^*^ '*^" 



-F(;».?-3«) 



ft|»iliii"^li;l<?^' 







Eisr:^. -isisng. .5. .5. .5. 









' ^§0 ^•Ji^HJ^'^dK ^-arbitrio 

>Mp S- * "W^ '&" "Iff* '^ C 



'srs"'ioi'= 



ff'ifjfJil'"lfftli^'"('±"'('^-»)+ 
4|!S«lili|jill:i' ± "■) (^ - ") 

^-l:S!*i>lf^;l"ft'^«^|*" '' - •"> *'"'■>+ 



^ir.3tl*.^. .^. .^. -jj. .5. ■»• * ,^, 

-«• .«r.«a- : ■ = -a- -a- ■ R • # ■*• -i- 



ffsifi;; «os , Oj-f) <l,j 



. .w. "H» "jt* "jt- -jt* -I- "jt* 



i!ll:f:''i'ifi'i'''^''i''^'°'''"° "^^ ^'" 



itile periodii-a st 
J salla quale vier 

l&MftnP (^-y) oviinqu 

iVh^lft* «!» hSP* «!»» fl^* «3Rft fllff* 4lff* I 



NI-#'^ 
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ftW~w 
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valor medio; 

ppKislere iin'all 

tiiuUi|>li, Mia uo 

[f||i|>reseiili iiiich 

IllifSfr-')"" 

&;I9> H'V&'b H I W|u |)iitili ei-cezi 

^^^■^I'^^IEbtll^k^i'erie di Futiriei 
pNif^lpv^X^i^i^iUimo il |>roge 
m^^*^^'^*^^^ uulolo (lei me 
§§43^<§|)'il"li*i^(||e>ii>to ; qiiinili 
^'ti^^QI^«8itt^i^*t)ii seric |iei- so 

^^^•Ie''if'^^'^'"i<'. averile co 
i^^^V^^*t«^^ lii ilitfereiizii 



&w.»:i- 



* S S ** — " '2' 

'mWm * 

'IfSsif 
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ftmJI^'"""^'""" 

StWC&H'tM^Sr^tt^ cui dimoslrazk 

^#ri5i=ra-..«..«. 



||>a^M||tit^i||i <!§' ^*>1<^1'^ puiito e qui 




^, mJS^ «SP* ^Sw mVS^ mVfw m 
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